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Eine Bemerkung zur Theorie der regressiven Funktionen.
Von G. FODOR in Szeged.

Sei ./ eine Ordnungszahl von zweiter Art, die nicht mit » konfinal ist
und M eine Teilmenge der Menge W(./) aller & fiir die & < o gilt. Auf M
sei eine transfinite Funktion f(e¢) <« mit ¢ =1 (und ¢(0)==0 im Fall, daB
0 € M) definiert. Wir nehmen an, daBl M stationir ist. Im vorliegenden Artikel
wollen wir uns mit dem folgenden Problem befassen.

Problem. Gibtes immer eine Ordnungszahl ?<C .1 und eine stationdre
Tellmenge N von M, so dafi f(e) = fiir alle ¢ € N ist?

Wir werden zeigen, dall die Losung dieses Problems positiv ist.

Bei den Bedingungen dieses Problems gilt der folgende Satz:

a) Es gibt eine Ordnungszahl < . und eine Menge der Ordnungs-
zahlen «c €M, die mit M zusammengehirig ist, so dafi fug) =8 fiir alle «¢
ist (G. Fopor [7]).

Dieser Satz wurde vor der genaunten Arbeit des Verfassers in den fol-
genden speziellen Fallen bewiesen :

i. A ==m, und M= W(wm,) (ALEXANDROFF und URYSOHN [1]),

2. d==0p und M= W(w,.) (BEN DUsHNIK [2]),

3. M= W(.) (P. ErDOs [3]),

4, .l=wm, und M eine abgeschlossene Teilmenge von W(m,) (J. No-
VAK [4]), :

5. oI eine reguldre Limeszahl (W. NEUMER [5]),

6. M eine mit W(4) dhnliche abgeschlossene Teilmenge von W ()
(H. BACHMANN [6]).

Ferner gilt der Satz:

b) Wenn M nicht stafiondr ist, so Wit sich auf M eine regressive
Funktion ¢ definieren, so daj3 fiir jedes 5< d die Menge der « €M, fiir die
p(e) =6 gilt, nicht-zusammengehorig mit W(.[) ist (vgl. [6] §9, Satz 2).

Wir brauchen folgende Definitionen und Bezeichnungen (vgl. z. B. [6]).
Ist 4 eine Ordnungszahl, so bedeute W(./) die Menge aller Zahlen § fiir
die £< 4 ist. Sind M und N zwei Teilmengen von W(A) ohne Maximum,
so heilen M und N zusammengehirig, wenn es zu jeder Ordnungszahl jeder
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der beiden Mengen cine grofiere Ordnungszahl in der anderen Menge gibt.
Sind # und » zwei Limeszahlen, so heifit « konfinal mit », wenn u der
Limnes einer wachsenden Folge vom Typ » ist. Ist & eine Limeszahl, so
bedeute c¢f(c) den Index y der kleinsten Ordnungszahl w,, mit der e konfinal
ist. Eine Teilmenge M von W(A) heifit in W(.l) abgeschlossen, wenn sie zu
jeder Fundamentalfolge von Zahlen aus ihr auch deren Limes enthilt, sofern
dieser < ./ ist. Eine in W(A) abgeschlossene, mit W(4) zusammengehorige
Teilmenge von W(A) heiBt ein Band von W(dA). Eine Teilmenge M von
W () heibt stationdr, wenn W(A)—M kein Band von W(4) enthdlt. Eine
auf einer Teilmenge M von W(A) definierte Funktion ¢ heiBt regressiv, wenn
g () <& fir alle Argumente §€ M mit €=1 (und ¢(0)==0 im Fall, daB.
0¢€ M).
Wir schicken folgenden Hilfssatz voraus:

Hilfssatz. Sei A eine Limeszahl mit cf()>0 (d.h. A ist nicht mit
o konfinal), |Ke}a : (¢ = o0ery) eine Folge vom Typ v = m.;ay von nicht-
leeren und paarweise disjunkten nicht-stationdren Teilmengen von W (A) und
Xa das erste Element von K. (¢ < ). Ist die Menge U = {X,}a—: nicht-stationdr,
und im Falle © == o1y mit W(A) zusammengehirig, so ist die Menge |} K.

nicht-stationdr.”)

Beweis. Wenn ¢ eine regressive Funktion auf N& W(dA) ist, so
bezeichnen wir mit H die Menge aller Ordnungszahlen g, fiir die ¢(u) =y
ist: Hp={u € N:@(u) =n}. Nach b) existiert eine regressive Funktion
auf U und zu jedemm « <« eine regressive Funktion ¢, auf K,—{x.}, so
daB fiir jede u < 4 die Menge H}, bzw. Hy, (@ <) nicht-zusammengehorig
mit W(A) ist. Es sei fiir e<<T

o @) fiir &€ Ke— Hyt—{Xa},
80— Xa fiir &€ Hg®

Da die Menge Hy? (e < ) nicht-zusammengehoérig mit W(4A) ist, so ist g,
fir jedes ¢ < eine regressive Funktion auf Ke—{x.} mit g.(§) = x. fiir
E € Ko—1{xa.). Es sei weiter

S ga(E) fir E€Ka—{x.} und e<-w.

g ist eine regressive Funktion auf K==|J K., so daB fiir jedes u< 4 die

<t

Menge H; nicht-zusammengehdrig mit W(d) ist. Wiirde namlich eine
Zahl p,< A existieren, fiir die H}* mit W(d4) zusammengehdrig ist, so

1) Beim Beweis wird eine Modifikation eines Beweises von G. Brocm benutzt
(vgl. [8], S. 266).
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kénnten die Elemente von H)° entweder in U oder in Mengen X, — {x,} mit
X« = 1, vorkommen, also gibe es entweder in der Menge U oder in einer
Menge K., mit x,, =y, eine mit W(A) zusammengehérige Teilmenge von
H,*, im Widerspruch zur Definition von v bzw. g,.

Wir beweisen nun den

Satz 1. Sei A eine Limeszahl mit cf(A)>0 (d.h. A sei nicht mit w
konfinal) und M eine Teilmenge von W(A). Wenn M stationdr ist, so existiert
zu jeder auf M definierten regressiven Funktion ¢ eine Ordnungszahl « < /A
und eine stationdre Teilmenge N von M, so dafi ¢(8) = e fiir alle 3¢ N ist.

Beweis, Wir betrachten ein Band B:{ﬂ,.},,g,,(,.“) vom Typ ey
in W(.1), wobei 8 == 0 ist. Wir bezeichnen mit H, die Menge aller Ordnungs-~
zahlen w €M, flir die o = ¢ () < Bun ist: Hy={ue€M: 8, = @) < B}
Offenbar ist H.nH,=0 fiir ¢ <=+. Da B ein Band ist, da also lim 3, =g

Pl
fiir jede Limeszahl Z < @,y und lim g, ==l ist, so ergibt sich hieraus nach
YO

der Definition von /,, daf
M= J H,

)
ist. Sei nun {H,.)¢ « (r=wm,y) die Folge der nicht-leeren Mengen #H,
und .. sei das erste Element von #,, fiir alle £ <r. Da ¢ eine regressive
Funktion ist, so ist £, <y,,. Wir definieren nun auf der Menge Y={y,}: .
{r = o,,y) eine regressive Funktion :

PY(Wrg) = thg.

Man sicht sofort, da w(«)==(8) ist, wenn « und £ zwei verschiedene
Elemente von Y sind. So ergibt sich hieraus auf Grund von a), dah die
Menge Y nicht-stationdr ist Da M stationdr ist und

&U H,=M (t = o4wn)
r

ist, existiert nach dem Hilfssatz ein & <, fiir das H,, stationdr ist.
il . . ¢
Damit ist der Satz bewiesen.

Satz 2. Ist A eine regulire Limeszahl > o und M eine stationdre
Teilmenge, so existiert fiir jede auf M definierte regressive Funktion ¢ eine
stationdre Teilmenge von M von Argumenten, fiir die die Werfe von ¢ ein-
ander gleich sind.

Beweis. Sei Le=={u€M:p(u)=c}. Nach Satz 1 existiert eine
Zahl 3< A derart, daf die Menge N der y¢ M, fiir die ¢(y) =g gilty
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stationdr ist. Offenbar ist
N == Uﬂ Le.

Da N stationér ist, existiert nach dem Hilfssatz eine Zalil e. (@, = @< .7), fiir
die L., stationir ist.
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